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Exercices

Guillermo Durand

Exercice 1 (Loi hypergéométrique)

Soit N >1et 1 <n < N.On tire n boules simultanément dans une urne qui contient N boules

numérotées de 1 & V.

1. Donner un espace probabilisé (2, .4, P) qui modélise 'expérience.

2. Soit k,£ € {1,...,N}. On note Ej, ¢ 'événement “on a tiré la boule & et la boule £” et, pour
simplifier les notations, on pose Ej = Ej, ;. Déterminer P(Ey,) et P(Ej ) si k # £ (et n > 2).

3. Ej et E, sont-ils indépendants pour k # £7

4. Soit G € {1,...,N}. On note X la variable aléatoire qui donne le nombre d’éléments de
{1,...,G} qui ont été tirés. Donner la loi de X. On note cette loi H(N, G,n) et on 'appelle
la loi hypergéométrique de parametres N, G et n.

5. (a) Ecrire X en fonction des événements Ej, (& Paide de fonctions indicatrices).

(b) En déduire E [X].
(¢) En déduire aussi V (X).

6. Montrer que H(N,G,n) = H(N,n,G).

7. On a donc défini X comme le nombre d’éléments de {1,..., G} tirés en effectuant n tirages
simultanés sans remplacement dans 'urne. On définit ¥ comme le nombre d’éléments de
{1,...,G} tirés en effectuant n tirages consécutifs avec remplacement dans I'urne. Donner
la loi de Y, et comparer entre elles E [X] et E[Y], ainsi que V (X) et V (V).

8. Soit X1,...,Xn, un ny-échantillon de loi commune B(px), px € [0,1], et Y7,...,Y,, un
ny-échantillon de loi commune B(py), py € [0, 1]. Les deux échantillons sont indépendants.
On pose Nix = Y5 X;, Niy = X1, Y; les nombres respectifs de succés dans chaque
échantillon, et V1. = N1x + N7y le nombre total de succes.

(a) Donner les lois de N1x et Nyy.

(b) Dans cette question, on suppose que px = py. Soit u € {0,...,nx + ny}. Don-
ner la loi de Nix conditionnellement a ’événement “Ni. = u”. C’est-a-dire, donner
P (N1x = k|N1. = u) pour tout entier k € N.

(¢) En déduire un test ¢, de niveau « € [0,1] de Hp : px = py contre H; : px # py condi-
tionnellement a I’événement “Nj. = u”. C’est-a-dire, tel que Py, (¢, = 1|N1. = u) < a.

(d) En déduire un test ¢ de niveau a € [0,1] de Hp : px = py contre Hy : px # py
inconditionnel. C’est-a-dire, tel que Py, (¢ =1) < a.

Solution:
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1. Q = {parties a n éléments de [1, N]}, A = P(Q), P : A — % = (%') la mesure

uniforme.

P(E)) = P ({parties & n éléments de [1, N] contenant k})
_ |{parties a n — 1 éléments de [1, N] \ {k}}|

o
o

N —1)Inl(N —n)!
— 1IN —n)IN!

—

It

P(E) ) = P ({parties a n éléments de [1, N] contenant k et £})
_ |{parties a n — 2 éléments de [1, N] \ {k, £} }|

o
o

(N =2)Ilnl(N —n)!
~ (n—2)!(N —n)!N!
n(n —1)

R

3. On a P(ExNEy) = P(Bre) = yiv—yy tandis que P(Ey)P(Er) = 2. On a égalité
si et seulement si ]’ff;_ll =  soit si et seulement si "Tfl = % soit si et seulement
sil— % =1- % soit si et seulement si n = N. En conclusion, Ej et E, sont
indépendants si et seulement si n = N (et on remarque que dans ce cas ils sont tous

les deux presque siirs).

4. X est donc la fonction qui & une partie A de Q associe |A N [1,G]|. Vu que |A]| = n,
on a nécessairement [AN[1,G]| < G An. De plus [AN[1,G]| =G —|A°N[1,G]| >
G—|A° =G+n— N donc X(2) C [0V (G+n— N),GAn]. Réciproquement,
pour k € [0V (G+n—N),GAn],on a X([LLEJU[G+1,G+n—k]) =k (en
remarquant que [1,0] = [G + 1, G] = @ pour les éventuels cas k = 0 et k = n). Donc
XQ)=[0V(G+n—N),GAn].
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Soit k€ [0V (G+n—N),G An].

_ |{parties a k éléments de [1,G] et a n — k éléments de [G' 41, N} |

P(X =k)= <N>

_ |{parties a k éléments de [1, G]}|[{parties & n — k éléments de [G + 1, N]} |

o

5 (a) X = ZE:I 1g,

(b) Par linéarité de l'espérance,

1<k (<G
= Z E []lEkﬂEe]
1<k <G
= > Elig,]
1<k, (<G
G
= Z E |:]1Ek,£:| + Z E [ﬂEk]
1<k <G k=1
kAL
Gn
= Y P(Ew)+ ~
1<k <G
k£l
nn—1) Gn
— )=y T
G(G )N(N—1)+N’
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donc

G(G-Un(n-1) Gn G*n?

VX) = N(N —1) N N2

:Gn((G—l)(n—l)H_Gn)

N N-1 N
_ GnN(G-1)(n—1)+ N(N —1) - Gn(N — 1)
- N N(N —1)
_GnNGn—nN—GN+N+N2—N—GnN+Gn
- N N(N —1)
_Gn—nN—GN+N2+Gn
N N(N —1)
_ GnG(n—N)+N(N —n)
N N(N —1)
_ Gn (N - G)(N —n)
- N N(N-1
_On(,_G)Xon

N N) N-1

6. Soit X de loi H(N,n,G). D’apres la question 3, le support de X est le méme que celui
de X soit [0V (G+n—N),GAn], vu que les roles de G et n sont symétriques dedans.
De plus, toujours d’apres cette question, pour tout k € [0V (G +n — N),G An], on

n\(N—-n
aP(X=k)= (k)(G”“) Or,
(X=4) =275

@D nl(N — n)IGI(N — G)!
@) K- BIG - k)IN —n—G + k)N
G (N —n)! n!(N —n)!

TRG-KN(G-K(N-n—-G+k)! NI

@6

donc X et X ont bien la méme loi : H(N,G,n) = H(N,n,G).
7.Y~B (n, %), donc E[Y] =n$ =E[X], mais V(Y) =n$ (1 - %) >V (X).

8. (a) Par indépendance, N1x ~ B(nx,px) et N1y ~ B(ny,py).
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(b)

Soit k € N,

P({Nix = k} N {N0. = u})
P(Nl. = u)
]P({le = k} N {le =Uu— k})
P(Nix + Nix = u)
- ]P(NlX = k))]P)(le :u—k)
- P(Nix + Nix = u) '

P(le = /C’Nl. = 'LL) =

Le numérateur est nul sauf si0 <k <nxy et 0 <u—k <ny soit 0 <k <nx et
u—ny <k<wusoit k€ [0V (u—ny),nx Au.

Pour le dénominateur, on note que, par indépendance et vu que px = py, Nix +
Nix ~ B(nx + ny,px).

On a donc P(Nix =k|Ni. =u) = 0 pour k € [0V (u — ny),nx A u] et, pour
Ee[oV (u—ny),nx Auf,

P(le = k)]P(le :u—k)
P(Nix + Nix = u)

nx nx— ny u— ny —u
(k )p’%(lpx) X '“(u_k)px (1= px)my Tt

nx +ny
RS

L) G
(nx I ny> (nx ;L nY)

On reconnait la loi H(nx + ny,nx,u).

]P(NlX = k“Nl = u) =

Conditionnellement a Ni. = w et si Hy est vraie, d’aprés la question précé-
dente, Nix suit la loi H(nx + ny,nx,u) d’espérance n;;"fxny et de variance

unxny (nx+ny —u)
(nx+ny)?(nx+ny—1)"

On peut choisir de rejeter si ‘le — ‘ > €y, c'est-a-dire que ¢, = 1

nx—l—'l’Ly

avec €, a calibrer pour assurer que P (¢, = 1|N1. = u) < « sous Hy. Pour cela on
peut utiliser par exemple I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev : sous Hy, on a

unxy
P =1|Ny. = =P|(|N -
(Qbu ‘ 1 u) <' 1X n n

1 unxny(nx +ny — u)
€2 (nx +ny)?(nx +ny — 1)

‘ > €U‘N1. = u)

<

11 suffit donc de choisir &, = \/ unxny (nx+ny —u)

a(nx+ny)?(nx+ny—1)"

Nix— .
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Alternativement, on peut choisir de rejeter si Nix < ¢1,, ousi Nix > ca, avec ¢y

et ¢z, choisis tels que Pr, (N1x < c1,0|N1. = u) < § et Py (N1x > co,u|N1. = u) <
$. On note F, la fonction de répartition de la loi H(nx + ny,u,nx) et F, sa

fonction limite & gauche. Les deux contraintes sur ¢y, et ca, se réécrivent donc

F (c1u) £ § et Fy(cou) > 1 — 5. Pour maximiser la puissance, on est donc libre

de choisir c1,, = sup{c: F; (c) < §} et ca, = inf{c: Fy(c) > 1-5}. o s’appelle

le quantile de la loi H(nx 4+ ny,u,nx) a l'ordre 1 — §. On peut démontrer que

ce sup et cet inf existent bien, et sont respectivement un max et un min, grace

aux propriétés caractéristiques de la fonction de répartition (croissante, cadlag,

de limites 0 en —oo et 1 en oo).

(d) On pose ¢ = ¢n;,.. En effet,

IP)Ho (¢ = 1) = IP)Ho (QSNI» = 1)
nx+ny

= Z PHO ((le‘ =1NN. :u)

u=0
nx+ny

= Z PH0(¢u:1mN1~:u)
u=0

nx-+ny
= Y Py, (¢u =1N1. = u) P, (N1. = u)
u=0
nx+ny

<a Z Pr, (N1. = u)

u=0

= Q.
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