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Tribu ou o-algebre sur Q2 : A C P(Q) telle que A # &, A stable par complé-
mentaire et par union dénombrable.

Propriétés : @ € A, Q € A, Astable par intersection dénombrable (Exercice).

Tribu engendrée par C C P(2) noté o (C) : plus petite tribu qui contient C,
intersection de toutes les tribus qui contiennent C.

Exemples : P(Q), {@,Q}, {@, A, A5, Q} = 0({A}), B(R?) la tribu borélienne
de R? engendrée par les ouverts.

Tribu produit de A; et As notée A ®.As engendrée par les Ay x Ag, A1 € Aq,
Ay € Ay. Remarque : B(R?) = ®?:1 B(R) (¢a se démontre).

Exercice : soit f : Q1 — (Q2,42), f~1(As2) est une tribu appelée tribu
image réciproque de As. (Moins utile :) soit f : (21,41) = Qo, {B € P(Q2) :
f~1(B) € Ay} est une tribu appelée tribu image de A;. ATTENTION ce n’est
pas f(A;)!! (Contre-exemple : f : R — R constante, f (A;) n’est méme pas
une tribu)

La tribu engendrée par une famille d’applications f; : Q@ — (Q;, 4;), i € 1,
est o (User it (A)).

[ (,A1) = (Q2,Az) est mesurable si f~1(Ay) C A;. Trivialement,
(1, f71(A2)) = (Q2,.A2) est toujours mesurable.

Mesure : fonction p: A — Ry U {oo} telle que pu(@) =0 et pu (U, ey En) =
Y nen M(Ey) siles E, sont deux a deux disjoints.

Propriétés : u (UlgngN En) =D 1<n<n H(En) siles E, sont deux a deux
disjoints. pu(B \ A) = u(B) — u(A) si A C B, en particulier u(A) < u(B).



I (UHGN ) <D nen M(En). p (UneN En) = limy, 00 u(Ey) siles E,, sont crois-
sants pour l'inclusion, p (ﬂneN En) = lim,,— 00 u(Ey,) siles E,, sont décroissants
pour l'inclusion et de mesure finie & partir d’un certain rang (Exercice).

p est o-finie si Q = J,, oy En avec B, € A, u(F,) < oo pour tout n. u est
finie si pu(£2) < co. p est une mesure de probabilité si p(€2) = 1.

Exemples : mesure de comptage sur (2, P(Q2)), o-finie si et seulement si
2 est dénombrable (Exercice). Mesure de Dirac d, : A +— T ca}, de proba.
Combinaison dénombrable et positive de Dirac ) -\ andy, toujours o-finie (on
suppose que la tribu contient les {y,}), finie ou de proba selon la convergence
de la série Y a,,. Mesure de Lebesgue sur les boréliens de R : la seule mesure
A invariante par translation et telle que A([0,1]) = 1. Elle est o-finie. Toutes
les mesures de probabilité induites par les lois réelles usuelles, par exemple

N(@O,1): A [ ]I{IGA}\/%TT exp (—32?) da.

Mesure produit de p; et ps sur A1 ® As : p telle que p(A; x As) =
p1(A1)p2(Az). Unique si pg et po o-finies (admis). Exemple : la mesure de
Lebesgue sur R¢.

Si f:(Q1,A1) = (Q2,As) est mesurable et u est une mesure sur (Q1,.41),
on note fx, la mesure “push-forward”, ou mesure induite, ou mesure image,
définie sur (Q2, As) par fu,(A2) = p (f~'(A2)). Dans le cas oty = P est une
mesure de probabilité et f = X, on dit que X est une variable aléatoire, et sa
mesure induite est souvent notée Px ou £(X) plutét que Xup. La loi de X ou
distribution de X sont en fait formellement définies comme étant exactement sa
push-forward Px.

Ensemble négligeable N C 2 : il existe Z € A de mesure nulle avec N C Z.
On dit que la tribu A est compléte pour la mesure p ou que I'espace mesuré
(Q, A, 1) est complet si A contient tous les ensembles négligeables. Tribu com-
plétée A = {AUN : A € A, N négligeable}, c’est bien une tribu (Exercice),
et p s’étend dessus (Exercice). A contient tous les négligeables de la mesure
complétée et donc (12, A, 1) est complet. Exemple : tribu de Lebesgue. Une pro-
priété P(w) est vraie presque partout si {w € Q : =P(w)} est négligeable. On
dit plutot “presque stirement” si de plus p est une mesure de probabilité.

Intégration de fonctions mesurables & valeurs dans (R, B(R)) :
— si f étagée positive, nombre fini de valeurs aq,...,ay :

f@p(de) = [ fdu= [ f(x)du(z Zazf#u {a:}) Zazu
[ stomtae = [ san= |

"({ai}) €

[07 OO],



— si f positive,

/f(x)u(dx) = sup /h(m)u(dx) € [0, 0],

h étagée positive
h<f

[ = [ fiu- [ raner

Théoréme (admis) : chacune de ces définitions existe, est bien posée, et co-
hérente avec les précédentes.

— si [[fldp < oo,

Propriétés : linéarité, croissance. p(A) = [Ladp. Si f >0, [ fdp =0 <
f = 0 presque partout (admis).

Si = la mesure de Lebesgue A, c’est I'intégrale de Lebesgue et on écrit en gé-
néral juste dz au lieu de AM(dx). Sip =3, .y by, , [ fdu =3, cyomf(yn) (si
défini). Si p = P, l'intégrale de la v.a. X : Q — F par rapport a P (si elle existe)
est ce que 'on appelle aussi son espérance E[X] = [ XdP = [ _o X(w)P(dw)
mais on ne calcule jamais une espérance comme cela, on utilise le théoréme de
transfert qui dit que E[X] = [ _.2Px(dr) : on passe donc d’une intégrale sur
Q) par rapport a la mesure P & une intégrale sur F' par rapport a la mesure
induite Px.

Soit u et v deux mesures. v domine p, ou p est absolument continue par
rapport a v, et on note u < v, si VA € A,v(4) =0 = pu(4) = 0. Remarque :
toute mesure est dominée par la mesure de comptage.

Théoréme de Radon-Nikodym-Lebesgue : Soit i et v deux mesures
o-finies, avec p < v. Il existe une fonction h réelle positive mesurable, et unique
v-presque partout, telle que VA € A, u(A) = [14hdv. h s’appelle la dérivée de
Radon-Nikodym de p par rapport & v ou la densité de u par rapport a v. On

la note aussi h = g—”.
v

Exemple : la densité de N'(0,1) par rapport & X est z \/% exp (—32?).

Remarque : on doit en principe dire “une” densité mais on peut se permettre
de dire “la” grace a 'unicité A-p.p.

Remarque : la théorie de la mesure donne un cadre unifié pour traiter des
distributions de probabilité discreétes et continues.

Lemme des classes monotones. 7-systéme : une partie de P(2) stable
par intersection. Exemple : toute tribu. Classe monotone ou A-systéme : une
partie M de P(Q) telle que :

1. QeM



2. A,B € M et AC B entrainent que B\ A € M
3. Ay e M,ieNavec A; C A;yy entrainent que | J, oy As € M

M est donc stable par différence ensembliste et par union dénombrable crois-
sante. Exemple : toute tribu. Lemme des classes monotones (ou théoréme m-A
de Sierpinski-Dynkin) : soit C un 7-systéme, alors la classe monotone engendrée
par C contient la tribu engendrée par C. Application tres utile : soit 2 mesures de
probabilité P et Q qui coincident sur un w-systéeme C C A, alors elles coincident
sur o(C). En effet, {A € A:P(A) = Q(A)} est une classe monotone (Exercice).



